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本講演では Crawley-Boevey–Shaw [CBS06]及び講演者 [Y07] によって導入された乗法的箙多様体と箙多様

体の関係,及び P1 上の放物接続のモジュライ空間が乗法的箙多様体の重要な例として与えられるという結果

を紹介する. また時間に余裕があれば,箙多様体の理論でよく知られている鏡映関手に相当するものが乗法的

箙多様体の方でも存在する事を紹介したい.

1 運動量写像と群値運動量写像

この節では Alekseev-Malkin-Meinrenken [AMM98]によって導入された群値運動量写像の概念を紹介する.

乗法的箙多様体はこの概念を用いて定義される.

1.1 運動量写像

まず運動量写像の概念をここで簡単に復習しておく.

M を複素多様体, ω をM 上の正則シンプレクティック形式 (すなわち正則な 2次微分形式で各点で非退化

なもの) とする. また複素 Lie 群 G が M 上に ω を保つよう正則に作用しているとする. このとき正則写像

µ : M Ñ pLie Gq˚ が運動量写像であるとは,次の 2条件を満足する事をいう：

(1) 余随伴作用 (随伴作用から誘導される pLie Gq˚ 上の G作用)に関し µは G同変写像である；

(2) 任意の ξ P Lie Gに対し d xµ, ξy “ ιpξM qω が成り立つ.

ここで ιは内部積を表し, ξM は次式で定まるM 上の正則ベクトル場である：

ξM pxq :“
d

dt
expptξqx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

t“0

.

以下,群作用付きの正則シンプレクティック多様体 pM, ωqと運動量写像 µ : M Ñ pLie Gq˚ の組 pM, ω, µqを

Hamilton G空間と呼ぶ事にする.

運動量写像の持つ性質として最も有名なものは次の定理である：
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定理 1.1. pM,ω, µqを HamiltonG空間とし, ζ P pLie Gq˚ を余随伴作用で不変な元とする.この時もし µ´1pζq

上の Gの作用が自由ならば, µ´1pζqはM の複素部分多様体である. もし更に商空間 µ´1pζq{Gに自然に多様

体の構造が入るならば, ω は商多様体 µ´1pζq{G上の正則シンプレクティック形式を誘導する.

シンプレクティック多様体 µ´1pζq{GをM のシンプレクティック商と呼ぶ.

1.2 群値運動量写像

Alekseev-Malkin-Meinrenkenによって導入された乗法的 Hamilton構造及び群値運動量写像の概念は,安直

に言えば Hamilton構造,運動量写像を「乗法化」したものである.

Gを複素 Lie群とし, p , qを Lie G上の不変非退化対称双線型形式とする.

G上の 3次微分形式 χを次式で定義する：

χ :“
1
12

prg´1dg ^ g´1dgs ^ g´1dgq “
1
12

prdg g´1 ^ dg g´1s ^ dg g´1q.

ここで g´1dg (resp.dg g´1)は G上の左不変 (resp.右不変) Maurer-Cartan形式である.

定義 1.2. 乗法的 Hamilton G 空間 (quasi-Hamiltonian G-space)とは, G が正則に作用している複素多様体

M と,その上の G不変な正則 2次微分形式ϖ,及び G同変な正則写像 Φ: M Ñ G (行き先の Gには共役で作

用させている)で次を満たすものをいう：

pQH1q dϖ “ ´Φ˚χ;

pQH2q ιpξM qϖ “
1
2

pξ,Φ´1dΦ ` dΦΦ´1q pξ P Lie Gq;

pQH3q Kerϖx “ t ξM pxq | ξ P KerpAdΦpxq `1q u px P Mq.

ただし Ker ωx “ t v P TxM | ωxpv, wq “ 0 pw P TxMq uとおいた. Φを群値運動量写像と呼ぶ.

上の定義から分かるように,乗法的 Hamilton構造の 1部である 2次微分形式 ϖ は一般に閉形式でも非退化

でもない. しかし Hamilton構造の場合と同じく次の定理が成り立つ.

定理 1.3 (cf. [AMM98, Theorem 5.1]). pM, ϖ,Φq を乗法的 HamiltonG 空間とし, f を G の中心に属す元と

する. この時もし Φ´1pfq上の G作用が自由ならば, Φ´1pfqはM の複素部分多様体である. もし更に商空間

Φ´1pfq{Gに自然に多様体の構造が入るならば, ϖ は Φ´1pfq{G上のシンプレクティック形式を誘導する.

2 箙多様体と乗法的箙多様体

2.1 箙

箙 (「えびら」と読む)とは次の図にあるような,いくつかの点とそれらを結ぶ矢からなる図式の事をいう.
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箙が与えられたとき,頂点の集合を I,矢の集合を Ωと書き,矢の始点を与える写像を out: Ω Ñ I,終点を与え

る写像を in : Ω Ñ I と表す事にする. 以後, I 及び Ωは有限集合と仮定する.

箙 pI, Ωq の (C 上の) 表現とは, I を添え字集合とする族 V “ pViqiPI と Ω を添え字集合とする族 x “

pxhqhPΩ の組であって,

• 各 i P I に対し Vi は Cベクトル空間；
• 各 h P Ωに対し xh は Voutphq から Vinphq への C線型写像

となっているものをいう. 従って V を固定したとき,表現のなす集合は

MΩpV q :“
à

hPΩ

HompVoutphq, Vinphqq

と表せる. 本講演のタイトルにある箙多様体とは,この上の Lie群

GV :“
ź

iPI

GLpViq

の自然な作用
GV Q g “ pgiqiPI : x “ pxhqhPΩ ÞÝÑ g ¨ x :“

´

ginphqxhg´1
outphq

¯

hPΩ

の余接束への持ち上げに関するシンプレクティック商によって定義される. これについて次で詳しく説明する.

2.2 箙多様体

箙 pI, Ωq, 及び有限次元 C ベクトル空間の族 V “ pViqiPI を固定し, MΩpV q の (正則) 余接束

T ˚MΩpV q “ MΩpV q ‘ MΩpV q˚ を考える. 各 h P Ωに対し, HompVoutphq, Vinphqq˚ はトレースによって自然

に HompVinphq, Voutphqqと同一視できる. 故に pI, Ωqの全ての矢を逆向きにして得られる箙を pI, Ωqとし,各

h P Ωに対しその逆向きの矢を h P Ωと表す事にすれば, inphq “ outphq, outphq “ inphqより自然な同一視

T ˚MΩpV q » MΩpV q ‘ MΩpV q

が存在する. H :“ Ω \ Ωとおいて新しい箙 pI,Hqを導入すれば,上式は T ˚MΩpV q » MHpV qとも書ける.

この pI, Hqを pI, Ωqのダブルと呼ぶ. 向きを逆にする全単射 Ω Q h ÞÑ h P Ωが存在しているが,便宜上これ

を h :“ hとして H から自身への全単射に拡張しておく. また ϵ : H Ñ t´1, 1uを

ϵphq “

#

1 if h P Ω,

´1 if h P Ω

で定める.

T ˚MΩpV q上の自然なシンプレクティック形式 ω は, MHpV q上の微分形式とみると

ω “
ÿ

hPΩ

tr dxh ^ dxh “
1
2

ÿ

hPH

ϵphq tr dxh ^ dxh

と表される (x “ pxhqhPH P MHpV q を座標とみた). MΩpV q 上の GV 作用の T ˚MΩpV q 上への持ち上げは

MHpV q上の自然な作用に対応し,この作用に関する運動量写像 µV : MHpV q Ñ Lie GV “
À

iPI glpViqは

µV pxq :“

¨

˝

ÿ

hPH;inphq“i

ϵphqxhxh

˛

‚

iPI
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で与えられる. ただし pLie GV q˚ と Lie GV をトレースで同一視した.

各 ζ “ pζiq P CI に対し ζ1V :“ pζi1Vi
q P Lie GV は GV の随伴作用に関し不変である. 故に µ´1

V pζ1V qは

GV 不変な閉集合となる.

Cˆ を a ÞÑ pa1Viq によって GV の部分群とみなすと,これはMHpV q 上自明に作用する事に注意する. 定

理 1.1より,もし GV {Cˆ の µ´1
V pζ1V q上の作用が自由かつ固有ならば, µ´1

V pζ1V qは複素部分多様体で商空間

µ´1
V pζ1V q{GV は正則シンプレクティック多様体になる. しかし一般に GV {Cˆ の作用はそうなっていないた

め,代数幾何学でよく知られる幾何学的不変式論の意味の安定性条件を導入する.

定義 2.1.
ř

iPI θi dimVi “ 0を満たす θ “ pθiq P QI が与えられたとする. このとき点 x P MpV qが θ 安定で

あるとは,任意のベクトル空間の族 S “ pSiqiPI で

Si Ă Vi pi P Iq, xhpSoutphqq Ă Sinphq ph P Hq

を満たすものに対し
ÿ

iPI

θi dimSi ď 0

が成立し,更に上の不等式で等号が成り立つのが S “ 0, V の場合に限られる事をいう.
ř

iPI θi dim Vi ‰ 0であるような θ “ pθiq P QI に対しては,全てのMpV qの点が θ 安定でないと定める.

定理 2.2. 部分集合
µ´1

V pζ1V qθ :“ t x P µ´1
V pζ1V q | xは θ 安定 u

上 GV {Cˆ は自由に作用し,商空間
Mreg

ζ,θpV q :“ µ´1
V pζ1V qθ{GV

には自然に複素多様体の構造が入る. 故にこれは (空集合でなければ) dimMpV q ´ 2 dimpGV {Cˆq次元の正

則シンプレクティック多様体となる.

定義 2.3. Mreg
ζ,θpV qを箙多様体と呼ぶ.

注意 2.4. 箙多様体を正確に定義するためには, θ 安定よりも弱い θ 半安定なる条件を導入する必要がある. 箙

多様体Mζ,θpV qは, µ´1
V pζ1V q内の θ 半安定な点全体を S 同値と呼ばれる同値関係で割って得られる準射影

的代数多様体で,上のMreg
ζ,θpV qを Zariski開集合として含む. ここでは話を簡単にするためにこの定義を省略

した.

注意 2.5. 代数幾何学的に µ´1
V pζ1V q の商を得る最も簡単な方法は, µ´1

V pζ1V q の構造環 Crµ´1
V pζ1V qs の GV

不変部分環を取り,それのスペクトラム Spec Crµ´1
V pζ1V qsGV として定義するやり方である. こうして得られ

る代数多様体をMζ,0pV q “ µ´1
V pζ1V q{{GV で表す (この書き方で分かる通り,この空間は上の注意で簡単に紹

介したMζ,θpV qの θ “ 0の場合と実際に一致する). これは点集合としては µ´1
V pζ1V q内の閉 GV 軌道のなす

集合と 1対 1に対応し,自然な固有写像 π : Mζ,θpV q Ñ Mζ,0pV qが存在する. この写像の幾何学的な意味は次

の通りである：各 x P µ´1
V pζ1V qに対し,これの GV 軌道の閉包 GV xの中に唯 1つの閉 GV 軌道が存在する.

これの表すMζ,0pV q内の点を xに対応させる. この対応が導く写像が π である.

注意 2.6. 中島箙多様体Mζ,θpV,W q [N94, N98]は, V の他に更にもう 1つの I で添え字付けられたベクトル

空間の族W をパラメータとして持ち,これが幾何学的表現論を展開する上で重要な役割を果たす. ここでは定
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義をなるべく簡明にする意図もあってW のない定義を採用した. ただし事実として, W が付いた箙多様体も

箙の頂点と矢印を然るべく増やしてMζ,θpV qの形で表せる事が知られている [CB01].

2.3 乗法的箙多様体

乗法的箙多様体は,箙多様体の定義において µV を乗法化する事によって得られる正則シンプレクティック

多様体である.

まず, MHpV qの開部分集合として次のようなものを考える：

M˝
HpV q :“ t x P MHpV q | detp1 ` xhxhq ‰ 0 ph P Hq u.

次に集合 H の上の全順序 ăを 1つ固定して,写像 ΦV : M˝
HpV q Ñ GV を以下で定める：

ΦV pxq :“

¨

˝

ă
ź

hPH;inphq“i

p1 ` xhxhqϵphq

˛

‚

iPI

.

ここで, ăの順番で積を取っているという意味で積の記号の上に ăと書いた.

Van den Berghは次を示した：

命題 2.7 ([V04, V07]). M˝pV q上の 2次微分形式 ϖを

ϖ :“
1
2

ÿ

hPH

ϵphq tr p1 ` xhxhq´1dxh ^ dxh

`
1
2

ÿ

hPH

tr Φ´1
h dΦh ^ dp1 ` xhxhqϵphqp1 ` xhxhq´ϵphq

と定める. ここで

Φh “

ă
ź

h1PH;
inph1q“inphq,h1ăh

p1 ` xh1xh1 q
ϵph1q ph P Hq

とおいた. すると pM˝pV q, ϖ,ΦV qは乗法的 HamiltonGV 空間となる.

この命題によって直ちに次が得られる：

定理 2.8. pq, θq P pCˆqI ˆ QI に対し

Φ´1
V pqqθ :“ t x P Φ´1

V pq1V q | xは θ 安定 u

と定めると,この上で GV {Cˆ は自由に作用し,更に商空間

Mreg
q,θ pV q :“ Φ´1

V pqqθ{GV

に自然に複素多様体の構造が入る. 故にこれは (空集合でなければ) dimMpV q ´ 2 dimpGV {Cˆq 次元の正則

シンプレクティック多様体となる.

定義 2.9. Mreg
q,θ pV qを乗法的箙多様体と呼ぶ.
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注意 2.10. Alekseev-Malkin-Meinrenkenは C8 多様体上のコンパクト Lie群の作用のみを扱っており,上のよ

うな複素代数幾何のカテゴリーでは群値運動量写像の理論を構成していない. しかし,上の結果を証明する上

で必要な部分,特に定理 1.3に限れば Boalchの論文 [B07]にて述べられているし,そこに証明は書かれていな

いものの,実際比較的容易に証明する事ができる.

注意 2.11.箙多様体の時 (注意 2.5参照)と同様, Mreg
q,θ pV qからMq,0pV q :“ Spec CrΦ´1

V pqqsGV への自然な写

像がある. これも π と表す事にする. また箙多様体の時と同様にここでは定義していない θ 半安定性を用いて

Mq,θpV qを定義すれば (注意 2.4参照) , π はMq,θpV qからMq,0pV qへの固有写像に自然に延びる.

2.4 両者の関係

箙多様体Mreg
ζ,θpV qと乗法的箙多様体Mreg

q,θ pV qの定義は非常に似ている. 実際,写像 ΦV を xh に関して形

式的に展開すると,
ΦV pxq “ 1V ` µV pxq ` ¨ ¨ ¨

となる. そこでMreg
0,θpV qとMreg

1,θpV qの間に何らかの関係がある事が期待される. これを動機として講演者が

得た結果が次の定理である. ただし主張の中で写像 π : Mreg
0,θpV q Ñ Mreg

0,0pV q及び π : Mreg
1,θpV q Ñ Mreg

1,0pV q

を用いた (注意 2.5及び注意 2.11参照).

定理 2.12. 箙 pI, Ωq,及び I で添え字付けられたベクトル空間の族 V を任意に取る. この時 0 P MpV qが代表

する点 r0s P M1,0pV qの近傍 U 及び r0s P M0,0pV qの近傍 U 1,そして可換図式

Mreg
1,θpV q Ą π´1pUq

f̃
ÝÝÝÝÑ π´1pU 1q Ă Mreg

0,θpV q

π

§

§

đ

π

§

§

đ

U
f

ÝÝÝÝÑ U 1

が存在し, f̃ と f は共に複素解析空間としての同型写像で,更に f̃ は正則シンプレクティック構造を保つ.

3 P1 上の λ放物接続のモジュライ空間

ここでは乗法的箙多様体の重要な例として,稲葉・岩崎・齋藤 [IIS06]によって導入された P1 上の λ放物接

続のモジュライ空間を紹介する.

X をコンパクト Riemann面, D Ă X を有限個の点からなる集合とする. pX, Dq上の対数型接続とは, X 上

の正則ベクトル束 E 及び E|XzD 上の正則接続 ∇で次を満たすようなものをいう：各 p P D に対し, pを中心

とする X の正則局所座標 pUp, zq及び Up 上の E の局所自明化が存在し,これらを用いて ∇は Upztpu上

∇ “ d `
Apzq

z
dz

と表わされる. ただし Apzqは Up 上正則な行列値関数である.

z “ 0 における値 Ap0q は,局所自明化や座標に依らないファイバー Ep の線型変換を与える. これを ∇ の
p P D における留数と呼び, Resp ∇で表す.
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定義 3.1. 正の整数 r 及び複素数の族 λ “ pλj
p | p P D, j “ 0, . . . , r ´ 1qを固定する. pE,∇qを pX, Dq上の

階数 r の対数型接続とする.

pE,∇qの λ放物構造とは,各点 p P D におけるファイバー Ep のフィルター

Fp : Ep “ F0
ppEq Ľ F1

ppEq Ľ ¨ ¨ ¨ Ľ Fr´1
p pEq Ľ Fr

ppEq “ 0

で,条件
pResp ∇ ´ λj

pqFj
ppEq Ă Fj`1

p pEq

を満たすようなものからなるデータ F “ pFpqpPD をいう. 組 pE,∇,Fqを pX,Dq上の λ放物接続と呼ぶ.

更に α “ pαj
p | p P D, j “ 0, . . . , r ´ 1qを有理数の族で 0 ď αj

p ă αj`1
p ă 1を満たすものとする. λ放物接

続 pE,∇,Fqが α安定であるとは, ∇で保たれる任意の 0でない非自明な部分ベクトル束 F Ĺ E に対して

ÿ

pPD

ÿ

j

αj
p

dim
`

F X Fj
ppEq

˘

{
`

F X Fj`1
p pEq

˘

rankF
ă

ÿ

pPD

ÿ

j

αj
p

dim
`

Fj
ppEq{Fj`1

p pEq
˘

rankE

が成立する事をいう.

以上の準備の下,この節の主定理を述べる：

定理 3.2. X “ P1, 7D “ nとし, r P Zą0, λ, αを固定し, Re λj
p が全て有理数であると仮定する. このとき次

のような箙 pI, Ωqを考える：

r1, 1s r1, 2s r1, r ´ 1s

r2, 1s r2, 2s r2, r ´ 1s

rn, 1s rn, 2s rn, r ´ 1s

0

I で添え字付けられたベクトル空間の族 V を

dim V0 “ r, dimVri,js “ r ´ j

となるように取る. すると適当な pq, θq P pCˆqI ˆ QI に対し, Mreg
q,θ pV qは pX,Dq上の階数 r の α安定 λ放

物接続のモジュライ空間と正則シンプレクティック多様体として同型となる.

上の定理で主張を簡潔にするために「適当な pq, θqに対し」と述べているが,実際には pq, θqは pλ, αqを用

いて具体的に書ける. 記述が複雑なためここではそれを省略するが,より正確に言うと q は expp´2π
?

´1λj
pq

から決まり, θ は αと Re λj
p から決まる. 仮定にある条件 Re λj

p P Qはそのためにある.

注意 3.3. 上の定理で定まった箙と V, q に対しMq,0pV qはどのような空間であるか？実は, Kraft-Procesiの

議論 [KP79]を応用する事により閉埋め込み

Mq,0pV q Ñ t pB1, . . . , Bnq P GLpV0qn | B1 ¨ ¨ ¨ Bn “ 1 u{{ GLpV0q
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が自然に定まる. 上式右辺の空間は基本群の表現のモジュライ空間 Hompπ1pP1zD, ˚q,GLpV0qq{{ GLpV0q に

他ならず, Mq,0pV q をこの中の (特異点を持った) 閉部分多様体とみなすと, 注意 2.11で与えられた写像

π : Mreg
q,θ pV q Ñ Mq,0pV qは, pE,∇,Fqに対し局所系 Kerp∇|XzDqの定める基本群の表現 (の同値類)を対応

させる写像と見做せる.

注意 3.4. 定理にある正則シンプレクティック多様体としての同型写像は, 実は代数多様体の間の同型写像

ではない. 乗法的箙多様体Mreg
q,θ pV q は「局所系のモジュライ空間」と捉えるべきもので, 定理の同型写像

は Riemann-Hilbert 対応に相当する. 実際,同型写像は Simpson [S90]が与えた放物接続に対する Riemann-

Hilbert対応を経由する. Riemann-Hilbert対応は途中で「微分方程式を解く」という操作を挟んでいるため,あ

くまで解析的な,代数的ではない対応となっている.

注意 3.5. 一般に放物接続と言ったら, 各ファイバー Ep に入っているフィルターがフルでなくとも良い (す

なわち Fj
ppEq{Fj`1

p pEq が 1次元でなくとも良い) し, また Resp ∇ が誘導する Fj
ppEq{Fj`1

p pEq 上の線型

変換もスカラー値でなくとも良い (λ 放物接続の場合はスカラー値 λj
p であった). しかしこの場合も, 階数,

dimFj
ppEq{Fj`1

p pEq及び Fj
ppEq{Fj`1

p pEq上の Resp ∇が誘導する線型変換の住処を共役類で指定してでき
る α安定放物接続のモジュライ空間は,ある乗法的箙多様体と双正則になる.

4 鏡映関手と乗法的鏡映関手 (中間畳み込み)

この節では箙 pI, Ωqがループ (inphq “ outphqとなる h P Ω)を持たないと仮定する. 行列 C “ pCijqi,jPI

を
Cij :“ 2δij ´ 7t h P H | inphq “ i, outphq “ j u

によって定める. 仮定より Cii “ 2であり, Cは対称行列である事に注意する.

頂点 i P I を 1つ固定する. ϵi を ZI における i番目の標準基底ベクトルとし,線型写像 si, ri : ZI Ñ ZI を

sipαq :“ β ´
ÿ

jPI

Cijαjϵi,

ripθq :“ θ ´ θi

ÿ

jPI

Cijϵj

と定める. Cによって定まる ZI 上の対称双線型形式を p , qで表し,通常の内積を単に ¨で表す事にすれば,

sipαq “ α ´ pϵi, αqϵi, sipαq ¨ β “ α ¨ ripβq

である.

箙多様体Mreg
ζ,θpV qを考える. もし dimV “ ϵi,すなわち Vi “ Cで j ‰ iのとき Vj “ 0ならば, MpV q “ 0

で θ 安定性は自明な条件となるから

Mreg
ζ,θpV q “ Mζ,θpV q “

#

1点 pζ “ 0q,

H pζ ‰ 0q

となる事が容易に分かる. そこで dimV ‰ ϵi と仮定する.

定理 4.1 (Lusztig [L00], Maffei [M02],中島 [N03]). 上の仮定の下で更に sipdimV q R ZI
ě0 ならば,箙多様体

Mreg
ζ,θpV qは空集合である. sipdim V q P ZI

ě0 の時,新たなパラメータ V 1, ζ 1, θ1 を次の式で与える：

dim V 1 “ sipdim V q, ζ 1 “ ripζq, θ1 “ ripθq.
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するとMreg
ζ,θpV qとMreg

ζ1,θ1 pV 1qは同型である.

上の定理の同型写像は具体的に構成する事ができ [N03],これを鏡映関手と呼ぶ. 「関手」という名で呼ばれ

ている理由は,もともと箙の表現論でそのような概念があり,箙多様体の同型はそれを応用して構成されたもの

だからである.

実は,乗法的箙多様体でも同様の結果が得られる：

定理 4.2. dimV ‰ ϵi かつ sipdimV q R ZI ならば,乗法的箙多様体Mreg
q,θ pV q は空集合である. sipdimV q P

ZI
ě0 の時,新たなパラメータ V 1, θ1 を先の定理と同じように与え,また q1 “ pq1

jq を q1
j :“ qjq

´pαi,αjq

i で与え

る. するとMreg
q,θ pV qとMreg

q1,θ1 pV 1qは同型である.

この結果は, qi ‰ 1の場合に Crawley-Boevey–Shawが中間畳み込み (middle convolution)という名で構成

した写像 Φ´1
V pqq{GV Ñ Φ´1

V 1 pq1q{GV 1 を基にしている [CBS06].ただし彼らは箙の表現の圏の言葉で書いて

いるので,安定性等の幾何学的な問題は考えていないし,またこの写像自体 qi “ 1では定義できないものなの

で,その場合も考えていない.

この結果の証明は, Lusztig [L00]及びMaffei [M02] による鏡映関手の correspondenceを用いた定式化と,中

島の証明 [N03]を参考にして得られた.
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