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概 要

Alekseev–Malkin–Meinrenkenの擬ハミルトン空間の理論を用いて，Boalch
はwild character varietyと呼ばれる代数多様体の上のポアソン構造を構成
した．本稿では，最近 Boalchとの共同研究により得られた wild character
varietyの拡張と，その上のポアソン構造を構成するのに有効な擬ハミルトン
空間の理論の拡張について述べる．

はじめに
本稿では，Philip Boalchとの共同研究により得られた結果 [5]について解説する．

Σを滑らかな複素射影代数曲線，α ⊂ Σを空でない有限集合とし，Σ◦ = Σ \ αとお
く．Σ◦上の代数的ベクトル束とその上の接続からなる組 (V ,∇)を，αに特異点を持つ
Σ上の有理型接続と呼ぶ．有理型接続の特異点は，確定特異点と呼ばれるある種 tame

なものと，不確定特異点と呼ばれるwildなものの二種類に分かれる．

確定特異点型接続，すなわち特異点が全て確定特異点であるような有理型接続につ
いては，次のDeligne [6]の結果がよく知られている：αに特異点を持つΣ上の確定特異
点型接続 (V ,∇)に対し，その水平切断の芽のなすΣ◦上の有限次元複素ベクトル空間の
局所系ker∇を対応させる事で，両者の圏の間の同値関手が定まる．この圏同値をリー
マン・ヒルベルト対応と呼ぶ．

αにおけるΣの有向実ブローアップをπ : Σ̂ → Σとしよう．従って Σ̂は境界付き実曲
面であり，その境界 ∂の連結成分はαの各点のπによる逆像（向きの付いたS1）で与
えられる．π1(Σ̂) ≃ π1(Σ

◦)に注意して，Σ◦上の局所系の代わりに Σ̂上の局所系を考え
よう．基点の集合β ⊂ ∂を境界の各連結成分との交わりが1点となるように取る．この
ときβにおける枠を備えた Σ̂上の階数nの局所系の同型類全体と，βを基点集合とする
Σ̂の基本亜群の表現空間

Hom(Π1(Σ̂, β),GLn(C))

の間に全単射がある（モノドロミー表現を取る写像）．この表現空間は群GLn(C)β :=

Map(β,GLn(C)) の自然な作用について，Alekseev–Malkin–Meinrenken [1]によって導
入された擬ハミルトン空間の構造を持ち，特にアフィン商

MB := Hom(Π,GLn(C))/GLn(C)β ≃ Hom(π1(Σ̂),GLn(C))/GLn(C)

はポアソン構造を持つ．なおGLn(C)を一般の連結複素簡約代数群にしても同様の事
がいえる．空間MBをcharacter varietyと呼ぶ．

ここで擬ハミルトン空間について少し述べておこう（詳しくは第3節を参照）．連結
複素簡約群Gが作用するシンプレクティック代数多様体 (M,ω)と，運動量写像と呼ば
れる射µ : M → (LieG)∗からなる組 (M,ω, µ)をハミルトンG空間と呼ぶ．擬ハミルト
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ン空間はハミルトン空間の「乗法的類似物」といえるもので，ハミルトン空間の運動
量写像がリー環の双対空間に値を取る一方，擬ハミルトン空間の運動量写像は作用す
る群に値を取る．先程の基本亜群の表現空間の場合，運動量写像は各基点における境
界成分に沿ったモノドロミーで与えられる．

ところでリーマン・ヒルベルト対応は不確定特異点型接続に対しても拡張されてお
り（例えば [14]を参照），その場合に有理型接続に対応するものをストークスデータも
しくは一般モノドロミーデータと呼ぶ．Boalch [4]は，不確定特異点が全て「不分岐」
と呼ばれる性質を持つ場合に，Σ̂からいくつかの点を除いて得られる補助的な曲面 Σ̃，
及びその基本亜群の表現空間のある特別な部分多様体（ストークス表現の空間）

HomS(Π1(Σ̃, β),GLn(C)) ⊂ Hom(Π1(Σ̃, β),GLn(C))

を導入し，ある簡約部分群H ⊂ GLn(C)βの作用に関するこの空間内の軌道がストーク
スデータの同型類をパラメータ付ける事を示した．更に，この部分多様体が擬ハミルト
ンH空間の構造を持つ事を示し，その系としてアフィン商 (wild character variety)

HomS(Π1(Σ̃, β),GLn(C))/H

の上にポアソン構造が定まる事を示した（実際にはGLn(C)が一般の複素簡約群になっ
た場合でも示されている）．この場合の運動量写像も，やはり各境界成分に沿ったモノ
ドロミー（有理型接続の形式的モノドロミーと呼ばれるものに対応する）を考える事
で得られる．

今回 [5]で得られた結果は，不分岐とは限らない一般の場合への上の結果の拡張であ
る．これを紹介するため本稿の構成を次のようにした：第 1節でストークス表現の空
間を導入するための準備を行い，第2節で (twisted) wild character variety をアフィン
代数多様体として導入する．不分岐の場合と異なり，一般の場合にはストークス表現
の空間に擬ハミルトン空間の構造が自然には入らない．何故なら，境界に沿ったモノ
ドロミーが一般にはHの元でないからである．この問題を解決するのに有効な，擬ハ
ミルトン空間の概念そのものの拡張について第3節で述べ，それを用いて第4節で主定
理を述べる．なお，話を分かりやすくするため基本的に構造群がGLn(C)の場合に限っ
て述べるが，[5]では一般の（連結）複素簡約構造群の場合，更には構造群が「局所定
数で動く」場合も扱っている．第4節でこのような構造群の一般化にも少し触れる．

1. 有理型接続の形式的分類理論と次数付き局所系
この節ではよく知られている有理型接続の形式的分類理論を手短に紹介する．

Σを滑らかな複素代数曲線とする．基点0 ∈ Σを取り，簡単のため点0で消える局所
座標 zを固定する．Σ \ {0}上の接続 (V,∇)に対し，射 SpecC((z)) → Σ \ {0}で引き
戻す事で SpecC((z))上の接続，すなわちC((z))上の有限次元ベクトル空間V とライプ
ニッツ則を満たすC線形写像∇ : V → V dz からなる対 (V,∇)が得られる．形式的分類
とは，SpecC((z))上の接続の分類を指す．

1.1. Hukuhara–Turrittinの定理

P =
∪

r∈Z>0
C((z1/r))をピュイズー級数体，R =

∪
r∈Z>0

C[[z1/r]]を負べきの項を持たな
いピュイズー級数からなる部分環とし，

Q = P/R ≃
∪

r∈Z>0

z−1/rC[z−1/r]



とおく．モノドロミーσ : P → P , σ(za) = e2π
√
−1azaはRを保ち，Qの変換を誘導する．

次はHukuhara [7]とTurrittin [12]の結果を言い換えたものである．

定理 1.1. SpecC((z))上の接続 (V,∇)の圏と，Q次数付き有限次元複素ベクトル空間

W =
⊕
q∈Q

Wq

とWの線形自己同型MWからなる対 (W,MW )でMW (Wq) = Wσ(q), q ∈ Q を満たすも
のの圏の間に直和・テンソル積を保つ圏同値がある．

大雑把に言えば，接続 (V,∇)に対しWは形式解のなすベクトル空間，MWは形式解
のモノドロミーによって与えられる．これの証明は例えば [14]にある．

Σ \ {0}上の接続 (V,∇)が定めるSpecC((z))上の接続に対 (W,MW )が対応するとき，
σ不変集合 Irr := { q ∈ Q | dimWq ̸= 0 }の元を接続 (V ,∇)の特異点0における固有値と
呼ぶ事がある．Irr = {0}であるとき，点 0 ∈ Σを接続 (V ,∇)の確定特異点という．
Irr ̸= {0}で Irrへのσの作用が自明であるときは不分岐不確定特異点，Irrへのσの作
用が非自明であるときは分岐不確定特異点という．

WのQ次数付きベクトル空間としての同型類を (V ,∇)の0 ∈ Σにおける不確定類と
いう．⟨σ⟩ ⊂ AutZ(Q)をσによって生成される巡回群とすると，階数nの接続の不確定
類と軌道集合Q/⟨σ⟩ 上のZ≥0値関数 I 7→ nIで∑

I∈Q/⟨σ⟩

nI ·#I = n

を満たすものは1対1に対応する（ただし#Iは Iの濃度を表す）．

1.2. 次数付き局所系による言い換え

π : Σ̂ → ΣをΣの 0における有向実ブローアップとし，∂ = π−1(0) ≃ S1とおく．定理
1.1に現れる対 (W,MW )は，Wを∂のある点におけるファイバー，MWをモノドロミー
とする ∂上のベクトル空間の局所系を定める．SpecC((z))上の接続のこのような見方
は接続の大域的分類について述べる上で有用である．Wが持つ次数付けを局所系の言
葉で言い換えるために，対 (Q, σ)に対応する局所系を次のように定義しておこう．
∂の各開区間Uに対し，0を中心とし中心角がUで与えられる扇形領域の芽Sect(U)

が定まる．その上の正則関数 qの z = 0における芽で，

q =
k∑

i=1

aiz
−i/r (ai ∈ C, r, k ∈ Z>0)

の形で表されるもの全体をI(U)とする．I(U)達はファイバーがQと同型な∂上のベク
トル空間の局所系を定めるが，これをあえて集合の局所系，すなわち被覆空間π : I → ∂

とみなす．すると Iの連結成分とQにおける ⟨σ⟩軌道の間に自然な全単射がある．連
結成分 I ∈ π0(I)に対し，被覆 π : I → ∂の次数を ram(I)とおけば，これは対応する
⟨σ⟩軌道の元の個数に等しく，各元は z−1/r, r = ram(I)の多項式である．その次数を
deg(I)と書き，lev(I) := deg(I)/ ram(I)を I（またはその元）のレベルと呼ぶ．



定義 1.2. Lを ∂上の有限次元ベクトル空間の局所系とする．各点 b ∈ ∂におけるファ
イバーLbがIbによる次数付け

Lb =
⊕
q∈Ib

Lb,q

を備えており，これがIの局所系構造と次の意味で両立するとき，Lを∂上のI次数付
き局所系という：∂における任意の道γ : [0, 1] → ∂に対し，I, Lにおけるγに沿った平
行移動を共にγ∗で表したとき，

γ∗(Lγ(0),q) = Lγ(1),γ∗(q) (q ∈ Iγ(0))

が成り立つ．

先の定理をI次数付き局所系の言葉で言い換えると次のようになる（Deligneによる）：

定理 1.3. SpecC((z))上の接続のなす圏と ∂上の I次数付き局所系のなす圏は同値で
ある．

また接続の不確定類をI次数付き局所系の言葉で言い換えると次のようになる：

定義 1.4. ∂上のI次数付き局所系の局所同型類を不確定類と呼ぶ．

従って二つの I次数付き局所系L, L′が同じ不確定類に属すための必要十分条件は，
任意の b ∈ ∂に対しLbとL′

bがIb次数付きベクトル空間として同型となる事である．

1.3. POMとストークス群

∂上の被覆空間Iは特別な点を持つ．

定義 1.5. 次の条件を満たす点 q ∈ IをPOM (point of maximal decay) と呼ぶ：qを
q = akz

−k/r + ak−1z
−(k−1)/r + · · · と書いたとき，akz−k/rが π(q) ∈ ∂の定める半直線

R>0π(q)上で負の実数となる．

各連結成分 I ∈ π0(I)は，その上に丁度deg(I)個のPOMを持つ事が容易に確かめら
れる．

Lを ∂上の I次数付き局所系とする．このときEndL = Lie(AutL)も I次数付き局
所系となる．各 d ∈ ∂に対し，IdのすべてのPOM qに渡る (EndLd)qの直和を stodと
定める．これはEndLdの冪零部分リー環である事が知られている．そこで

Stod = exp(stod) ⊂ AutLd

とおく．

定義 1.6. 集合A := { d ∈ ∂ | dim stod > 0 }の元を特異方向と呼び，各 d ∈ Aに対し
Stodを特異方向dに付随するストークス群と呼ぶ．

集合AはLの不確定類のみに依る事に注意しよう．またI次数付き局所系L,L′が局
所同型であれば，同型Ld

≃−→ L′
dで両者のストークス群は移り合う．この意味でストー

クス群も不確定類のみに依る概念である．

2. Twisted wild character varieties

この節でストークス局所系を導入し，これを用いて有理型接続の大域的分類に関する
既知の結果（リーマン・ヒルベルト対応）を言い換える．



2.1. ストークス局所系とリーマン・ヒルベルト対応

Σをコンパクトリーマン面（境界を持っても良い），α ⊂ Σ \ ∂Σを有限部分集合とし，
Σ◦ = Σ \ αとおく．π : Σ̂ → ΣをαにおけるΣの有向実ブローアップとし，その境界∂

は空でないと仮定する．定義から，∂はΣの境界∂Σと有向実ブローアップでできた新
たな境界π−1(α)の和である．

各 i ∈ αに対し，前に定義したIに相当するπ−1(i)上の局所系Ii → π−1(i)が定まる．
π−1(i)における階数nの不確定類Qiを任意に取ってQ = (Qi)とする．

定義 2.1. 組Σ = (Σ, α,Q)を階数nの不確定曲線と呼ぶ．

不確定曲線Σに次のような実曲面 Σ̃を付随させる．Ai ⊂ π−1(i)を不確定類Qiの特
異方向のなす集合とし，A =

∪
Ai ⊂ ∂とおく．また各 π−1(i)の小さな管状近傍Niを

取る．各 d ∈ AiからNiの境界N i \ Niに向かって線分を互いに交わらないよう引き，
その終点を e(d) ∈ N i \Niとして

Σ̃ = Σ̂ \ { e(d) | d ∈ A }

とおく．各d ∈ Aに対し，dを基点とし e(d)の周りを一周する単純閉曲線γdを取る．

定義 2.2. Σ上のストークス局所系とは，Σ̃上の階数nの局所系Lで次の条件を満たす
ものをいう．

(1) Lの各Niへの制限はQiを不確定類とするIi次数付き局所系の構造を持つ．

(2) Lの各γdに沿ったモノドロミーはストークス群Stod ⊂ AutLdに属す．

ここでIiはNi上の局所系へ自明な方法で延長している．ストークス局所系の同型の
定義は明らかであろう：Σ̃上の局所系としての同型であって，各Niに制限したときIi

次数付き局所系の同型となるものである．

このストークス局所系に枠を付ける事を考えよう．境界 ∂の各連結成分の基点を一
つずつ取り，それら基点の集合をβ ⊂ ∂とする．各 b ∈ ∂に対し，bを含む∂の唯一の連
結成分を∂bと書く．各 i ∈ αに対し，不確定類Qiに属すπ−1(i)上のIi次数付き局所系
Liを取る．基点 b ∈ β ∩ π−1(i)におけるファイバー (Li)bは (Ii)b次数付きベクトル空間
である．(Li)bの基底を任意に取り，それによってCnに (Ii)b次数付きベクトル空間の
構造を入れたものをFbとおく．また b ∈ β ∩ ∂Σに対しては，Fb = Cnとおき，これを
自明な次数付けを持つベクトル空間とみなす．Fbを基点 bにおける標準ファイバーと
呼ぼう．

定義 2.3. Σ上のストークス局所系Lと，各 b ∈ βにおけるファイバーLb, Fbの次数付
きベクトル空間としての同型φb : Fb

≃−→ Lbからなる組 (L, (φb))を枠付きストークス局
所系という．

各 b ∈ βに対し，Fbの次数付きベクトル空間としての自己同型全体をHb ⊂ GLn(C)
とし，H =

∏
b∈β Hbとおく．各Hbは複素簡約群であり，M̃B(Σ, n)をΣ上の枠付きス

トークス局所系の同型類全体とすると，これには枠の取り替えによってHが作用する．

有理型接続のリーマン・ヒルベルト対応（例えば [13]を参照）を我々のストークス局
所系の言葉で言い換えると次のようになる：



定理 2.4. Σが滑らかな複素射影代数曲線であるとき，αに特異点を持ち各 i ∈ αにお
ける不確定類がQiで与えられるΣ上の階数nの有理型接続の同型類と，M̃B(Σ, n)の
H軌道（すなわちΣ上のストークス局所系の同型類）の間に全単射がある．

2.2. 形式的モノドロミーと両側主等質空間

(L, (φb))を枠付きストークス局所系とする．各 b ∈ βを基点とする，∂bに沿ったLの
モノドロミーを考えよう．これを同型φbでGLn(C)に移したものをMbとおき（従って
LのモノドロミーはφbMbφ

−1
b ∈ AutLbである），枠付きストークス局所系の基点 bに

おける形式的モノドロミーと呼ぶ．b ∈ β ∩ π−1(α)のとき，i = π(b)とおきFbが (Ii)b
次数付きベクトル空間 (Li)bの基底を固定して得られたものであった事を思い出して，
Pb ∈ GLn(C)をLiの基点 bにおけるモノドロミーの（その基底に関する）行列表現と
すると，

P−1
b Mb ∈ Hb

が成り立つ．実際，σを (Ii)bの bを基点とするモノドロミーとすると，各 q ∈ (Ii)bに
対しCnの次数 qの斉次元はMbによって次数σ(q)の斉次元に移り，その後P−1

b によっ
て次数 qの斉次元に移る．よってMbは剰余類

H(∂b) := PbHb = HbPb ⊂ G

に値を取る．

代数群Gの主等質空間とは，Gが単純推移的に作用する代数多様体の事であった．G
が左右両側から単純推移的に作用し，それらが互いに可換であるような代数多様体を
ここではGの両側主等質空間と呼ぶ事にする．次は明らかであろう：

命題 2.5. H(∂b)はHbの両側主等質空間である．

b ∈ β ∩ ∂Σに対しH(∂b) = Gとおき，

H(∂) =
∏
b∈β

H(∂b)

と定める．これはHの両側主等質空間である．

2.3. 基本亜群のストークス表現

Π = Π1(Σ̃, β)を Σ̃のβを基点集合とする基本亜群，すなわちβの元を対象とし，b, b′ ∈ β

に対し bから b′への道のホモトピー類を射 b → b′とする圏とし，Πから群Gへの射全
体をHom(Π, G)と書く（ここでもちろんGは対象が 1点のみからなる亜群とみなして
いる）．定義からHom(Π, G)の元ρは，βの点を結ぶ道のホモトピー類全体からGへの
写像 [γ] 7→ ρ(γ)で，γ1の始点とγ2の終点が一致する限り

ρ(γ1γ2) = ρ(γ1)ρ(γ2)

が成り立つようなものを指す．

各特異方向 d ∈ Ai に対し，λd を π−1(i)に沿って b ∈ β ∩ π−1(i)から dへ向かう
円弧とする．λd に沿った平行移動によって，Li のストークス群 Stod ⊂ Aut(Li)d を
Aut(Li)b ≃ AutFb = GLn(C) の部分群と同一視する．また

γ̂d = λ−1
d ◦ γd ◦ λd ∈ Π (d ∈ A)

とおき，各境界成分∂bを bを基点とする閉曲線と与えられた向きによって同一視する．



定義 2.6. Πのn次元ストークス表現とは，Hom(Π,GLn(C))の元 ρで次の条件を満た
すものをいう：

(1) 各 b ∈ βに対しρ(∂b) ∈ H(∂b)が成り立つ．

(2) 各特異方向d ∈ Aに対しρ(γ̂d) ∈ Stodが成り立つ．

n次元ストークス表現全体をHomS(Π,GLn(C))と表す．

Hom(Π,GLn(C))には群GLn(C)βが自然に作用する事に注意しよう．具体的に書け
ば，g = (gb) ∈ Gβ, ρ ∈ Hom(Π,GLn(C)) 及び道γ : b1 → b2に対し

(g · ρ)(γ) = gb2ρ(γ)g
−1
b1

によって定義される．この作用を部分群H ⊂ Gβに制限したものは，ストークス表現
全体HomS(Π,GLn(C))を保つ．

命題 2.7. モノドロミーを取る事により，M̃B(Σ, n)とHomS(Π,GLn(C))の間にH同
変な全単射が定まる．特に，Σ上のストークス局所系の同型類とHomS(Π,GLn(C))の
H軌道は1対1対応する．

HomS(Π,GLn(C))がアフィン代数多様体の構造を持つ事は明らかであろう．

定義 2.8. アフィン商

MB(Σ, n) := HomS(Π,GLn(C))/H = SpecC[HomS(Π,GLn(C))]H

を (twisted) wild character varietyと呼ぶ．

主結果の一つは次のように述べられる：

定理 2.9. MB(Σ, n)はポアソン構造を持つ．

ここで最も基本的な場合にストークス表現の空間HomS(Π,GLn(C))の代数多様体と
しての構造を見ておこう．

ΣとしてC内の原点 0を中心とする閉円板を取る．原点における階数 nの不確定類
Qを固定し，不確定曲線Σ = (Σ, {0}, Q)を考えよう．付随する曲面 Σ̃の境界∂の連結
成分は，Σの境界∂1と有向実ブローアップして新たにできる境界∂0の二つである．そ
れぞれの基点 bi ∈ ∂iとQに属す∂0上の次数付き局所系Lを取り，それらを用いて標準
ファイバーF0, F1を定めれば，n次元ストークス表現のなす空間

A(Q) := HomS(Π,GLn(C))

ができる．

補題 2.10. H同変な同型

A(Q) ≃ GLn(C)×H(∂0)×
∏
d∈A

Stod(Q)

が存在する．ただしH = GLn(C)×H0は右辺の空間に

(g, k) · (C, h, (Sd)) = (kCg−1, khk−1, (kSdk
−1))

で作用する．



これは，次の図（#A = 4の場合）のようにΠを生成する道を取る事で直ちに示さ
れる．

∂0

∂1

b0 b1Ch

S1S2

S3 S4

3. 両側主等質空間に値を取る運動量写像
定理2.9は，不確定特異点が全て不分岐の場合にBoalch [2, 3, 4]によって示された．そ
こでの証明のアイディアは，Alekseev–Malkin–Meinrenken [1]によって導入された擬ハ
ミルトン空間を用いる事であった．最初に述べた通り，擬ハミルトン空間はハミルト
ン空間の乗法的類似物であり，ハミルトン空間の運動量写像がリー環の双対空間に値
を取る一方，擬ハミルトン空間の運動量写像は作用する群に値を取る．Boalchは，不
分岐の場合に空間HomS(Π,GLn(C))に擬ハミルトンH空間の構造が定まり，その運動
量写像は形式的モノドロミーの逆元で与えられる事を示した．

分岐不確定特異点がある場合には，先に述べたように形式的モノドロミーの住処が
群Hではなく両側主等質空間H(∂)である．そこで，擬ハミルトン空間の概念を運動
量写像が両側主等質空間に値を取れるように拡張する事を考える．

3.1. 両側主等質空間と外部自己同型群

代数群Gとその自己同型群Aut(G)の半直積G⋊ Aut(G)を考えよう．積は

(g, ϕ)(h, ψ) = (gϕ(h), ϕψ)

で与えられる．各ϕ ∈ Aut(G)に対し

G(ϕ) = { (g, ϕ) | g ∈ G } ⊂ G⋉ Aut(G)

とおけば，これは埋め込みG ↪→ G⋉Aut(G)を通してGが両側から作用し，Gの両側
主等質空間の構造を持つ．G(ϕ)はGの右移動をϕでねじったものである．

Gを任意の両側主等質空間としたとき，各x ∈ Gが定める同型写像G→ G, g 7→ gx

の逆写像を簡単に y 7→ yx−1と表し，同様に g 7→ xgの逆写像を y 7→ x−1yと表す事に
すると，写像

ϕx : G→ G; g 7→ xgx−1 = (xg)x−1



はGの自己同型であり，これが代表する外部自己同型群Out(G) := Aut(G)/ Inn(G) の
元 [G]は xの取り方に依らない．対応G 7→ [G]によってGの両側主等質空間の同型類
とOut(G)の元は1対1に対応し，ϕ 7→ G(ϕ)が逆写像を誘導する．

Out(G)の群演算に対応する両側主等質空間の演算は次のようにして与えられる．二
つの両側主等質空間G1,G2に対しその積G1 ·G2は

G1 ·G2 = G1 ×G G2, [x1, x2] = [x1g
−1, gx2] (g ∈ G)

と定義される．各 [x1, x2] ∈ G1 · G2は x1x2と書かれ x1, x2の積と呼ばれる．また両側
主等質空間Gに対し，そのコピー{x−1 |x ∈ G }にGを

gx−1 = (xg−1)−1, x−1g = (g−1x)−1 (x ∈ G, g ∈ G)

によって作用させたものをG−1と書く事にすれば，Gの両側主等質空間の自然な同型

G ·G−1 ≃ G−1 ·G ≃ G

がある（xx−1, x−1x (x ∈ G) がGの単位元に対応する）．各x−1 ∈ G−1をx ∈ Gの逆
元と呼ぶ．

Gの両側主等質空間GへのG作用 x
g7→ gxg−1 をGにおける共役作用と呼ぶ．G =

G(ϕ)のとき，点x = (u, ϕ) ∈ G(ϕ)の g ∈ Gによる共役は

(g, 1)(u, ϕ)(g−1, 1) = (guϕ(g)−1, ϕ)

で与えられる．Gの自身への作用u 7→ guϕ(g)−1はねじれ共役作用等と呼ばれ，Gが複
素単純代数群の場合等に詳しく調べられている（例えば [11]を参照）．

3.2. 両側主等質空間に値を取る運動量写像

以降Gを（連結）複素簡約代数群とし，そのリー環 g上の随伴作用不変な非退化対称
双線形形式 ( , )を固定する．Gの両側主等質空間は対応するOut(G)の元が ( , )を保
つもののみを考える．

Gの両側主等質空間Gが与えられたとき，Gのモーレー・カルタン形式の類似物で
あるG上の左不変g値1次微分形式 θ，右不変g値1次微分形式 θが

θx(X) = x−1X, θx = Xx−1 (x ∈ G, X ∈ TxG)

によって定まる．ここで例えば x−1X ∈ gは写像G → G, y 7→ x−1yのX微分である．
これらをG上のモーレー・カルタン形式と呼ぶ事にする．

定義 3.1. Gが作用する滑らかな複素代数多様体Mが

• M上のG不変2次微分形式ω,

• Gのある両側主等質空間Gへの（共役作用に関し）G同変な射µ : M → G

を備え，次の条件を満たすとき，Mを（ねじれ）擬ハミルトンG空間と呼び，µをそ
の運動量写像と呼ぶ．

(QH1) dω = 1
12
µ∗(θ, [θ, θ]).



(QH2) ω(vX , ·) = µ∗(θ + θ,X) (X ∈ g). ここで vX |p = d
dt
(e−tX · p)|t=0 (p ∈M).

(QH3) Kerωp ∩Ker(dµ)p = {0} (p ∈M).

G ≃ Gのとき，MはAlekseev–Malkin–Meinrenkenの意味の擬ハミルトンG空間で
ある．従って上の定義は彼らのそれを運動量写像が一般の両側主等質空間に値を取れ
るように拡張したものといえる．なお我々がこれを導入した直後，Gがコンパクトリー
群，Mが可微分多様体の場合にほぼ同じ概念をMeinrenken [10]も導入している．

Gの余随伴軌道がハミルトンG空間の構造を持つ事の乗法的類似として，Gの共役
類には包含写像を運動量写像とする擬ハミルトンG空間の構造が入る事がよく知られ
ている．この事実は次のように拡張される．

例 3.2. Gの両側主等質空間Gの任意の共役類（共役作用に関する軌道）C ⊂ Gは，包
含写像 C ↪→ Gを運動量写像とする擬ハミルトンG空間の構造を持つ．微分形式ωは
次式で与えられる：

ωx(vX , vY ) =
1

2
(X,Adx Y )− 1

2
(Y,AdxX) (x ∈ C, X, Y ∈ g).

ここでAdx : g → gはxが定めるGの自己同型ϕxの単位元における微分である．

更に，任意の両側主等質空間G（特にG）も擬ハミルトンG×G空間の構造を持つ
事が次のようにして分かる．

例 3.3. GをGの両側主等質空間とする．G × GにG × Gの両側主等質空間としての
構造を

(g1, g2)(x, y) = (g1x, yg
−1
2 ), (x, y)(g1, g2) = (xg2, g

−1
1 y)

によって入れたものをHとすると，対角集合 { (x, x) |x ∈ G } ≃ GはHの共役類であ
る．よってGの任意の両側主等質空間Gは擬ハミルトンG×G空間の構造を持つ．な
おG×GのGへの作用は (g1, g2) · x = g1xg

−1
2 で与えられる．

元々の擬ハミルトンG空間について知られている事柄の多くは主等質空間に値を取
る場合に拡張される．代表的なものを挙げておこう：

(1)アフィン代数多様体である擬ハミルトンG空間Mに対し，そのアフィン商M/G =

SpecC[M ]Gにポアソン構造が定まる．

(2) G,Hをそれぞれ複素簡約群G,Hの両側主等質空間とし，Mを擬ハミルトンG×H
空間でその運動量写像を

(µG, µH) : M → G×H

とする． また C ⊂ Gを共役類とする．もし µ−1
G (C)に Gが自由に作用し幾何的商

M//C G := µ−1
G (C)/Gが代数多様体として存在すれば，M//C Gに擬ハミルトンH空間の

構造が定まる．これをMのCに沿った擬ハミルトン簡約と呼ぶ．なおG = G, C = {1}
の場合はこれを単にM//Gと書く．

(3) G1,G2をGの両側主等質空間とし，Hを別の複素簡約群Hの両側主等質空間と
する．自明な方法でG1 ×G2 ×HをG×G×Hの両側主等質空間とみなす．Mを運動
量写像

(µ1, µ2, µH) : M → G1 ×G2 ×H



を持つ擬ハミルトンG×G×H空間とすると，Gの対角作用とHの作用に関してMに

(µ1 · µ2, µH) : M → G1 ·G2 ×H

を運動量写像とする擬ハミルトンG ×H空間の構造が定まる．その微分形式ωdiagは，
元の微分形式ωから次のようにして得られる：

ωdiag = ω − 1

2
(µ∗

1θ, µ
∗
2θ).

特に i = 1, 2に対し，Hiを複素簡約群Hiの両側主等質空間，Miを Gi × Hi値運動
量写像を持つ擬ハミルトン G × Hi空間とすると，直積M1 × M2は自然に擬ハミル
トン G × G × H1 × H2 空間の構造を持つため，今述べた方法により，M1 × M2 に
（G1 ·G2 ×H1 ×H2値運動量写像を持つ）擬ハミルトンG×H1 ×H2空間の構造が定
まる．これをM1 ⊛M2と書きM1とM2のフュージョンと呼ぶ．

(4) 上でG2 = G−1
1 の場合，擬ハミルトン簡約M1 L

G
M2 := (M1 ⊛M2)//Gが存在す

ればそれをM1とM2の貼りあわせと呼ぶ．例えば (2)の状況でC−1 ⊂ G−1をCの元の
逆元からなる共役類とすると，M L

G
C−1 ≃M//C Gである．

例 3.4. G1, G2をGの両側主等質空間とする．前の例で述べた方法でG1,G−1
2 に擬ハ

ミルトンG×G空間の構造を入れ，それらのフュージョンD(G1,G2) := G1 ⊛G−1
2 を

考えると，これの運動量写像はG1 ·G2 ×G−1
1 ·G−1

2 に値を取ると考えて良い事が分か
る．実際，G1 ×G1に前の例で述べた方法で両側主等質空間の構造を入れたものをH1

とし，同様の方法でG−1
2 から得られるものをH2とすると，両側主等質空間の同型

H1 ·H2
≃−→ G1 ·G2 ×G−1

1 ·G−1
2 ; (x1, y1) · (x−1

2 , y−1
2 ) 7→ (x1y2, y

−1
1 x−1

2 )

が得られる．このとき運動量写像は

G1 ⊛G−1
2 → G1 ·G2 ×G−1

1 ·G−1
2 ; (x1, x

−1
2 ) 7→ (x1x2, x

−1
1 x−1

2 )

で与えられる．これはGのダブルと呼ばれる擬ハミルトンG×G空間D(G) := G×G

の一般化である．更に (3)で述べた方法により，Gの対角作用に関しD(G1,G2)に擬ハ
ミルトンG空間の構造を入れたものをD(G1,G2)と書く．これの運動量写像はG1とG2

の「交換子」G1 ·G2 ·G−1
1 ·G−1

2 に値を取る．

4. 主定理と一般化
定理2.9は，次の主定理の系として得られる：

定理 4.1. ストークス表現の空間HomS(Π,GLn(C))は滑らかなアフィン代数多様体で，
形式的モノドロミーの逆元を取る写像

µ : HomS(Π,GLn(C)) → H(∂)−1; ρ 7→ (ρ(∂b)
−1)b∈β

を運動量写像とする擬ハミルトンH空間の構造を持つ．

特に，補題 2.10で扱ったA(Q)に擬ハミルトン空間の構造が定まる．実は一般の場
合はフュージョンを用いて

HomS(Π,GLn(C)) ≃ A(Q1)⊛ · · ·⊛A(Qm)⊛ D(G,G)⊛g//GLn(C)

と表される．ただしm = #β，かつ i ∈ β \ αに対しQiは自明な（すなわち確定特異点
型の）不確定類である．



4.1. Twisted fission spaces

補題2.10で扱ったA(Q)に擬ハミルトン空間の構造が定まる事を示せば，定理4.1の主
張が従う．実はA(Q)自身も，より基本的な擬ハミルトン空間 (fission space) をいくつ
か貼り合わせて得られる．

Gを複素簡約群とする．次のようなデータが与えられたとしよう：

• Gのある放物型部分群のレヴィ部分群H.

• H共役で保たれるGの冪単部分群Ui, i = 1, 2, . . . , s.

• Gの主等質空間G.

• H ×H不変部分多様体H ⊂ Gでそれ自身がHの主等質空間となるもの．

このとき
Uis+j = H−iUjHi ⊂ G (i ∈ Z, j = 1, 2, . . . , s)

とおくと，全てのUj, j ∈ ZはH共役で保たれる冪単部分群である．

今 l ∈ Z>0が存在して任意の j ∈ Zに対し次が成り立つと仮定しよう：

(1) Uj+2l = Uj.

(2) 部分群Uj+1, Uj+2, . . . , Uj+lは，Hをレヴィ部分群とするある放物型部分群P+の
冪単根基U+に含まれ，かつ積を取る写像

Uj+l × · · · × Uj+2 × Uj+1 → U+; (Sj+l, . . . , Sj+2, Sj+1) 7→ Sj+l · · ·Sj+2Sj+1

は代数多様体としての同型である．またUj+l+1, . . . , Uj+2lはP+と oppositeな放
物型部分群P−の冪単根基U−に含まれ，これについても同様の事が成り立つ．

このとき

A = G×H×
s∏

i=1

Ui

とおき，群G×HをAに

(g, k) · (C, h, (Si)) = (kCg−1, khk−1, (kSik
−1))

によって作用させ，またG×H同変な写像µ = (µG, µH) : A → G×H−1を

µG(C, h, (Si)) = C−1hSs · · ·S1C, µH(C, h, (Si)) = h−1

と定める．更にA上の微分形式ωを

2ω = (C∗θ,AdbC
∗θ) + (C∗θ, b∗θG) + (C∗

s θ, h
∗θH)−

s∑
i=1

(C∗
i θ, C

∗
i−1θ).

と定義する．ただしθ, θはG上のモーレー・カルタン形式，θG, θHはG,H上のモーレー・
カルタン形式（上線が付いたものは右不変）で，

Ci = Si · · ·S2S1C : A → G, b = hSs · · ·S2S1 : A → G

とおいた．



補題 4.2. (A, ω, µ)は擬ハミルトンG×H空間である．

このようにして得られる擬ハミルトン空間Aを (twisted) fission spaceと呼ぶ．空
間A(Q)は，複素簡約群の包含列

H0 = K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Kr ⊂ Kr+1 = GLn(C),

各Kiの両側主等質空間

H(∂0) = K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Kr ⊂ Kr+1 = GLn(C),

及び運動量写像がKi+1 ×K−1
i に値を取る擬ハミルトンKi+1 ×Ki空間の構造を備えた

fission space Ai, i = 1, 2, . . . , rを適当に取れば

A(Q) ≃ A1 L
K2

A2 L
K3

· · ·L
Kr

Ar

と表す事ができる．このA(Q)のfission spaceによる分解は，ストークス群のレベル分
解（[4, 8, 9]参照）

Stod ≃ Stod(k1)× Stod(k2)× · · · × Stod(kr)

に付随して起こる．ここで k1 < k2 < · · · < krはEndLd内に非自明な斉次元を持つ次
数 q達のレベルを並べたものであり，Stod(k)は，lev(q) = kを満たす全てのPOM qに
渡る (EndLd)qの直和をリー環とするStodの連結閉部分群である．各Aiを構成する冪
単部分群Uj, j = 1, 2, . . . , sはStod(ki), d ∈ Aで与えられる．

4.2. 構造群の一般化

これまでの話は全て接続の構造群がGLn(C)の場合を扱っていたが，[5]では一般の複
素簡約群Gを構造群とするストークス局所系を導入し，そのモジュライ空間MB(Σ, G)

に関してもポアソン構造の構成を行っている．これについて少し述べる．

定理1.1は複素簡約構造群の場合へ次のように一般化される．まず複素n次元ベクト
ル空間とGLn(C)の主等質空間 1の間に対応がある事を思い出そう．実際，Wがn次元
ベクトル空間であれば，CnからW への線形同型全体GはGLn(C)の主等質空間であ
り，逆に主等質空間Gに対し，W = G×GLn(C)Cnはn次元ベクトル空間の構造を持つ．
この対応の下でGL(W )と主等質空間の自己同型群AutGは自然に同型になる．次にベ
クトル空間W の有限生成自由Z加群Xによる次数付けと，Xを指標格子とするトー
ラスTX = Hom(X,C×)のW への作用が対応する事を思い出して，Z加群Qを「指標
格子」とする副トーラスTQを考える（Qは有限生成でない事に注意しよう）．なおこ
の副トーラスは [9]にも現れる．Qのモノドロミー自己同型 σは TQの自己同型 σを誘
導する．よって定理1.1にある対 (W,MW )は，

• GLn(C)の主等質空間G，

• Gの自己同型M ∈ AutG，

• 群準同型φ : TQ → AutGで，Qのある有限生成部分自由Z加群Xを指標格子と
するトーラス TXへの自然な全射 TQ ↠ TXと代数群の射 TX → AutGの合成と
して表されるようなもの

1特に断らない限り主等質空間の作用は右作用であると約束する．



からなる三つ組で，任意の t ∈ TQに対しφ(σ(t)) = Mφ(t)M−1を満たすものと対応す
る．この三つ組は一般の複素簡約構造群Gの場合に直ちに拡張され，そのようなもの
の圏とSpecC((z))上のG接続の圏は同値になる．

G局所系とは，Gの主等質空間をファイバーとする局所系の事であった．上の三つ組
の定義を基にすれば，円∂上のI次数付きG局所系の概念を定義する事は容易である．
不確定類，ストークス群といった概念も自然に拡張され，それらを用いて不確定曲線
上のストークスG局所系や，付随する基本亜群Πのストークス表現の空間HomS(Π, G)

が定義される．定理4.1はその場合でも正しい．

4.3. 構造群のねじれ

[5]では，更に複素簡約構造群が局所定数で動く状況を扱っている．すなわち，複素簡約
群Gを固定して，ファイバーがGと同型な代数群の局所系Gを取り，各点におけるファ
イバーがその点におけるGのファイバーの主等質空間であるような局所系（G局所系）
をG局所系の代わりに用いるのである．G局所系のある点 bを基点とする閉曲線に沿っ
たモノドロミーの住処は，G自身のモノドロミーをϕ ∈ Aut(Gb)としたとき両側主等質
空間Gb(ϕ)と同一視される．この場合にも不確定類や不確定曲線，その上のストークス
G局所系といった概念が定義される．またストークス表現の空間もHom(Π, G⋊Aut(G))

のある部分集合として定義され，定理4.1も拡張される．
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